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la CONNESSIONE RIEMANNIANA
O Sia F una sottovarietà, di dimensione o~m~n, di uno spazio
affine E, di dimensione n.
Sugli spazi affini abbiamo definito l'applicazione r :TTE + vTTE,
detta connessione affine.
Ora, si vuole trasportare questa nozione sulle sottovarietà:
o
si vuole definire una connessione r : TTF + vTTF.
Intanto, abbiamo la composizione
•
0881.2,
TTF rTTE +
/TF
vTTE.
/TF
A priori, non esiste un modo canonico per avere la proiezione
v TTE + vTTF,
/TF
però se E è uno spazio affine euclideo, è possibile determinare unu prol.~
zione di questo tipo.
Infatti, considerando la somma diretta
.l.
E T E - T F <±l (T F)
P P P
,
abbiamo la proiezione parallela p" : T E
P
T F
P
e la proiezione or-
togonale .l.P : T E
P
...
+ (T F) . Dunque, in virtù dell'isomorfismo canonico
p
T F
P
:i; VT( -) (TF) '-T VT( -) (TE) :i;p,u p,u T EP
abbiamo la proiezione cercata (indicata ancora con lo stesso simbolo)
p": vTTE.+ vTTF.
1fT.
Sia, dunque, E uno spazio affine eu1ideo .
1.10.1. E' TE-TF 13)
P P
.l.(T F)
P
•
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Allora, si considerino la proiezione parallela p" e la proiezi~
ne ortogonale p~
p" : T E -> T F
P P
J.
, p :
.L
TE->(TF)p p •
Ora, i n vi rtù dell' i somorfi smo canoni co
T F :;; vT( -)(TF)4 vT( -)(TE):: T EP p,u p,u v p
Sl possono considerare le proiezioni (indicate ancora con gli stessi
simboli)
J.
P :
vT( -)(TE) -> vT( -)(TF)p,u p,u
J.
vT( -)(TE) -> (v T( -)(TF)).p,u p,u
Diamo, allora, la seguente definizione.
DEFINIZIONE
Dicesi CONNESSIONE RIEMANNIANA l'applicazione
o
r : TTF .. vTTF
data da
1.10.2. TEOREMA
o
r - p" o r o TTj •
Valgono le seguenti proprietà:
o
a) r è un operatore di proiezione, OSSla e lineare sulle fibre.
b) E'
quindi
o
r/ vTTF - idvTTF '
o
c) r(TTF) = vTTF
d) •
,
•O. a). Ovvia, essendo r
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composizioni di applicazioni lineari.
b) Segue dal fatto che vTTF~ vTTE , r/
vTTE - id vTTE '
"P/vTTF ; idvTTF .
c),d). Seguono immediatamente da b) con un ragionamento insie
mistico.
v
l.10.3. Possiamo esprimere la conneSSlone r ln un qualunque
sistema di coordinate adattato.
PROPOSIZIONE Sia l n mx _ (x , ... ,x ) : U -+ V c IR un si s tema di
coordinate di E, adattato ad F.
Allora, l'espressione di or è del tipo
dove
ok
x
o k
o r - x
m
+ . L. ll ,J;
,. k
r ..
lJ
~
i ' k
x x con k - 1, ... ,m ,
(h \
• •
o k l o h\: o o
r .. ; -(9) (ax·· g ·hl J 2 l J
o o
+ax··g· hJ l
o o
- axh·g··)lJ •
In particolare se y l- (y , ... my , m+ ly n, ... ,y ) l m m+ l n- (x , ... x,y ... ,y )
e un sistema di coordinate ortogonale, ossia tale che nel punti
allora, e
aX.lay.
l J
1 - l, ... ,m , J - m+ l , ... ,n
(c)
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·ò k " .; k m ; k
x of-X +l: f ..
i ,j=l 1J /F
•~ i ~ j
x x k - l, ... ,m •
D. Se .1 è ortogonale,la (c) si ottiene da (5.7.5.) tenendo
presente la definizione di cf .
Dimostriamo ora (a). E'
• •
,
·0 k il k ~; ~j v k)~j(a.1 ..x - (a.1.·a.1.·x ).1
.1 + X .1
l J J
e quindi
.. k
"x
•,
o k ..; j
of-(a.1 .. x)y
. J .
,
o f
in quanto
.
" .
c J o r
.1 = o •
Dunque, tenendo presente (c) , è
ok
x o
,
f
, m
, k
.: j • •
"J
- (a.1.'x )
.Y + l: f· hJ l /Fi , h= l
• •
';i c:'h
x x
m
+ l:
i ,j = 1
~ k ". ..
:. l ~J
r .. x x
l J I~
con k - l, ... ,m.
Si che
; k
•osserV1 - sono lj • •
1J / F
Dimostriamo ora ( b) •
soliti simboli di Christoffel .
Esprimiamo
,
•
f e f 1n forma covariante. Poniamo dunque
o o o
r - ~ o r
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,r=~or.
Dimostriamo che il seguente diagramma è commutativo
J
r
>
TTF (T1j TTE~ r vTTE
/TF
p"
vTTF-T -TI I F
, -l1) Il
. ~ t (~)~
r
"'
(Ij) "' oT·TFoT TEr -11- -"
-
-r
Il triangolo l) e commutativo per definizione di r.
Il quadrato 2) è commutativo se lo è il seguente
vTTE
I
_
p"
"TTF-T
-Ti-
o
• • ~
" (In"oT"TFoT TEI ii'
- se lo - il seguenteos s l a , e
~ l)
T E -T T F ~
P P
'g ,g/T F
T ifE T "'F
P
2) p p
,
---_.»
Facciamo vedere che quest'ultimo diagramma è commutativo.
-Consideriamo un generlco vettore v e E e facciamo vedere che si
ottiene la stessa forma di T"' F percorrendo uno qualsiasi dei trattip
l) e 2) .
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Seguendo il
percorso l) - -" "E-..E -..T F
P
abbiamo:
V 1-+ V ,-.. V
-/T F .
P
- - - ... - - - - ... -
':I.../T F (x) - v x =(v"+v ). x v" • x+v . x v" • x, V X € T F.- • - -- pp
Seguendo •l
"F-percorso 2) E -.. T F -.. T
P P
- -V~V"r7 v" •
-
':I..."(x) -- VII. X , Vx € T F.
P
Si noti che le forme
vettore di T F.
P
':I.../ T Fp
e v" vanno valutate nello stesso
Dunque, il quadrato 2) e commutativo. Allora, e
o" "i =(Tj) o r o TTj : TTF -.. oT TF
ossla, in coordinate, e
Ora abbiamo
v c -l ~
r - (~) r
che ln coordinate diventa
o h o hk o
r .. =(g) r k .. -l J , l J
con l~i,j ,h,k~m.
o hk
(g) rk,ij/U
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Infine, ricordiamo che e (5.8.10)
Si osservi che è
•
o -l(g. ,)
lJ
Invece, è
o o
~l
- (g.,)
lJ
o o
dX, .g'hl l dX .• g 'hl J , con l~i,j,h~m.
Ounque, questo teorema molto importante esprime la conneSSlone
• •
rlemanmana
,
r , in termini delle coordinate indotte su !', trami
te una formula del tutto analoga a quella valida per gli spazi af-
fi ni .
1.10.4. DEFINIZIONE
Dicesi EQUAZIONE DIFFERENZIALE DEL r ORDINE GEODETICA l'unico
campo vettoriale o
-
X • TF -+ TTF•
o
tale che ,
,
-
r o X - o •
o -
1.10.5. -Possiamo dare l'espressione ln coordinate di X
o
•
PROPOSIZIONE Sia . l nx = (x , .. ,X ):U -+ V c ~n un sistema di coordi
nate differenziabile, adattato ad F.
Allora, è
o m
. i oJ m . , ;j; k , )- ( o o ClX - L X dX. L r x x dX. •o
'l l jk l -1= j,k;l
